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Анотацiя. Вивчаються вiдкритi дискретнi вiдображення, якi за-
довольняють вагову оцiнку спотворення модуля сiмей кривих. Дове-
дено, що цi вiдображення мають неперервне продовження в iзольо-
вану точку межi за умови iнтегровностi вiдповiдної вагової функцiї i
належностi граничної множини вiдображення в данiй точцi до межi
образу при вiдображеннi.
Isolated singularities of mappings with the inverse Poletski
inequality. We study open-closed discrete mappings that satisfy the
weighted estimate of the distortion of modulus of families of paths. It is
proved that the mappings mentioned above have a continuous extension
into the isolated point of the boundary, provided that the corresponding
weight function is integrable, and the cluster set of the mapping at a
given point belongs to the boundary of the image under the mapping
1 Вступ
В нашiй спiльнiй роботi [1] отримано результат про неперервне про-
довження в iзольовану межову точку гомеоморфiзмiв, оберненi до
яких задовольняють вагову нерiвнiсть Полецького (див. теорему 5.1).
Основна мета даної роботи – перенести вказаний результат на пере-
творення з розгалуженням. Точнiше, ми розглядаємо вiдкритi дис-
кретнi вiдображення мiж двома областями розширеного евклiдового
простору i припускаємо, що вони задовольняють нижню вагову оцiн-
ку спотворення модуля сiмей кривих з iнтегровною мажорантою. За-
уважимо, що дослiдження даної роботи знаходяться в контекстi ви-
вчення вiдображень з обмеженим i скiнченним спотворенням (див.,
напр., [2]–[8]). Вказанi умови щодо спотворення модуля сiмей кривих
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добре вiдомi в теорiї квазiконформних вiдображень i їх узагальнень
(див., напр., [3, теорема 3.2], [7, теорема 6.7.II] i [5, теорема 8.5]).
Звернемося до означень. Нехай y0 ∈ R
n, 0 < r1 < r2 <∞ i
A(y0, r1, r2) = {y ∈ R
n : r1 < |y − y0| < r2} . (1.1)
Всюди далi Rn := Rn∪{∞}. Для заданих множин E, F ⊂ Rn i областi
D ⊂ Rn позначимо через Γ(E,F,D) сiм’ю всiх кривих γ : [a, b] → Rn
таких, що γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ D при t ∈ [a, b]. Вiдображе-
нням областi D ⊂ Rn, або D ⊂ Rn називається довiльне неперерв-
не перетворення x 7→ f(x). Якщо f : D → Rn – задане вiдобра-
ження, y0 ∈ f(D) i 0 < r1 < r2 < d0 = sup
y∈f(D)
|y − y0|, то через
Γf (y0, r1, r2) ми позначимо сiм’ю всiх кривих γ в областi D таких,
що f(γ) ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)). Нехай Q : R
n → [0,∞]
– вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що f задовольняє
обернену нерiвнiсть Полецького в точцi y0 ∈ f(D), якщо спiввiдно-
шення
M(Γf (y0, r1, r2)) 6
∫
f(D)∩A(y0,r1,r2)
Q(y) · ηn(|y − y0|) dm(y) (1.2)
виконується для довiльної вимiрної за Лебегом функцiї η : (r1, r2) →
[0,∞] такiй, що
r2∫
r1
η(r) dr > 1 . (1.3)
Зауважимо, що нерiвностi (1.2) добре вiдомi в теорiї квазiрегуляр-
них вiдображень i виконуються при Q = N(f,D) · K, де N(f,D)
– максимальна кратнiсть вiдображення в D, а K > 1 – деяка ста-
ла, яка може бути обчислена як K = ess supKO(x, f), KO(x, f) =
‖f ′(x)‖n/|J(x, f)| при J(x, f) 6= 0; KO(x, f) = 1 при f
′(x) = 0, i
KO(x, f) = ∞ при f
′(x) 6= 0, але J(x, f) = 0 (див., напр., [3, тео-
рема 3.2] або [7, теорема 6.7.II]). Вiдображення f : D → Rn назива-
ється дискретним, якщо прообраз {f−1 (y)} кожної точки y ∈ Rn
складається з iзольованих точок, i вiдкритим, якщо образ будь-якої
вiдкритої множини U ⊂ D є вiдкритою множиною в Rn. Як звично,
покладемо
C(f, x) := {y ∈ Rn : ∃xk ∈ D : xk → x, f(xk) → y, k →∞} .
Тут i надалi межа ∂D i замикання D областi D розумiються в топо-
логiї розширеного евклiдового простору Rn. Виконується наступне
твердження.
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Теорема 1.1. Нехай D i D′ – областi в Rn, n > 2, x0 ∈ D, f – вiдкри-
те i дискретне вiдображення областi D \ {x0} на D
′, яке задоволь-
няє спiввiдношення (1.2) принаймнi в однiй скiнченнiй точцi y0 ∈
C(f, x0). Нехай також C(f, x0) ⊂ ∂D
′. Якщо Q ∈ L1(D ′), то вiд-
ображення f має неперервне продовження f : D → D ′. Бiльше того,
якщо x0 6= ∞ 6= f(x0), то для будь-якого 0 < 2r0 < dist (x0, ∂D) i
всiх x ∈ B(x0, r0) виконується нерiвнiсть
|f(x)− f(x0)| 6
Cn · (‖Q‖1)
1/n
log1/n
(
1 + r0|x−x0|
) (1.4)
де ‖Q‖1 – норма функцiї Q в L
1(D ′).
2 Доведення теореми 1.1
Без обмеження загальностi можна вважати x0 6= ∞. Всюди в подаль-
шому h(x, y) позначає хордальну вiдстань мiж точками x, y ∈ Rn
(див., напр., [8, Означення 12.1]). В силу дискретностi вiдображення
f iснує 0 < ε0 < dist (x0, ∂D) таке, що∞ 6∈ f(S(x0, ε)) (якщо ∂D = ∅,
вiзьмемо довiльне ε0 > 0 зi вказаною умовою). Позначимо
g := f |B(x0,ε0)\{x0} .
Припустимо супротивне, а саме, що вiдображення f не має неперерв-
ного межового продовження в точку x0. Тодi так само i вiдображення
g не має неперервного межового продовження в цю ж саму точку.
Оскiльки простiр Rn є компактним, C(f, x0) = C(g, x0) 6= ∅. Тодi
знайдуться y1, y2 ∈ C(f, x0), y1 6= y2, i принаймнi двi послiдовностi
xm, x
′
m ∈ B(x0, ε0) \ {x0} такi, що xm, x
′
m → x0 при m → ∞, при
цьому, zm := g(xm) → y1, z
′
m = g(x
′
m) → y2 при m → ∞. Можна
вважати, що y1 6= ∞.
Нехай
D∗ := f(B(x0, ε0) \ {x0}) .
Покажемо, що iснує ε1 > 0 таке, що
B(y1, ε1) ∩ f(S(x0, ε0)) = ∅ . (2.1)
Зауважимо, що y1 ∈ ∂D∗. Дiйсно, якщо y1 – внутрiшня точка для
D∗, то y1 також внутрiшня i для D
′, оскiльки D∗ ⊂ D
′. Останнє
суперечить умовi C(f, x0) ⊂ ∂D
′. Далi, оскiльки S(x0, ε0) – компакт
в D, то i f(S(x0, ε0)) – компакт в D
′, тому
h(f(S(x0, ε0)), C(f, x0)) > δ > 0 .
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Звiдси
dist (y1, f(S(x0, ε0))) > δ1 > 0 , (2.2)
де dist (A,B) позначає евклiдову вiдстань мiж множинами A i B в
R
n. З огляду на (2.2), спiввiдношення (2.1) виконується для ε1 := δ1.
Тепер будемо мiркувати наступним чином. Нехай B∗(y2, ε2) =
B(y2, ε2) при y2 6= ∞ i B∗(y2, ε2) = {x ∈ Rn : h(x,∞) < ε2} при
y2 = ∞. Мiркуючи аналогiчно доведенню спiввiдношення (2.1), мо-
жна показати, що iснує ε2 > 0, таке що
B∗(y2, ε2) ∩ f(S(x0, ε0)) = ∅ . (2.3)
Без обмеження загальностi, можна вважати, щоB(y1, ε1)∩B∗(y2, ε2) =
∅, крiм того, zm ∈ B(y1, ε1) i z
′
m ∈ B∗(y2, ε2) при всiх m = 1, 2, . . .
(див. малюнок 1). Зауважимо, що B(y1, ε1) є опуклим, а, B∗(y2, ε2)
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Мал. 1: До доведення теореми 1.1
лiнiйно зв’язна. В цьому випадку, точки z1 i y1 можуть бути з’єд-
нанi вiдрiзком I(t) = z1 + t(y1 − z1), t ∈ (0, 1), який повнiстю ле-
жить в B(y1, ε1). Аналогiчно, точки z
′
1 i y2 можна з’єднати кривою
J = J(t), t ∈ [0, 1], яка лежить в «кулi» B∗(y2, ε2).
Зауважимо, що за побудовою |I|∩∂D∗ 6= ∅ 6= |J |∩∂D∗.Позначимо
t∗ := sup
t∈[0,1]:I(t)∈D∗
t , p∗ := sup
t∈[0,1]:J(t)∈D∗
t .
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Нехай також
C1 := I[0,t∗) , C2 := J[0,p∗) .
За [4, лема 3.12] кривi C1 i C2 мають максимальнi пiдняття C
∗
1 :
[0, c1) → B(x0, ε0) \ {x0} i C
∗
2 : [0, c2) → B(x0, ε0) \ {x0} при вiдобра-
женнi g з початками у точках x1 i x
′
1, вiдповiдно. Зауважимо, що
випадок, коли C1(t) → z0 при t → c1 − 0, де z0 ∈ B(x0, ε0) \ {x0},
неможливий, бо в цiй ситуацiї з огляду на [4, лема 3.12] ми мали б,
що c1 = t∗ i I(t) → f(z0) ∈ D∗, що суперечить означенню t∗. Тодi
по [4, лема 3.12]
h(C ∗1 (t), ∂(B(x0, ε0) \ {x0})) → 0, t→ c1 − 0 . (2.4)
Покажемо, що ситуацiя, коли h(C ∗1 (t), S(x0, ε0)) → 0 при t → c1 − 0
також є неможливою. Дiйсно, в протилежному випадку для якоїсь
послiдовностi tk → c − 0 ми мали б, що h(C
∗
1 (tk), S(x0, ε0)) → 0 при
k → ∞. В силу компактностi сфери S(x0, ε0) знайдеться послiдов-
нiсть wk ∈ S(x0, ε0) така, що h(C
∗
1 (tk), S(x0, ε0)) = h(C
∗
1 (tk), wk).
Знову таки, оскiльки сфера S(x0, ε0) компактна, то ми можемо вва-
жати, що wk → w0 при k → ∞. Тодi C
∗
1 (tk) → w0 при k → ∞. Тодi
за неперервнiстю вiдображення f в D звiдси випливає, що
f(C ∗1 (tk)) = C1(tk) → f(w0) ∈ f(S(x0, ε0)) (2.5)
при k → ∞. Останнє суперечить умовi (2.1), бо одночасно f(w0) ∈
f(S(x0, ε0)) i f(w0) ∈ |I| ⊂ B(y1, ε1). Тодi з (2.4) випиває, що
h(C ∗1 (t), x0) → 0, t→ c1 − 0 . (2.6)
Застосовуючи аналогiчнi мiркування до кривої C ∗2 (t), можна пока-
зати, що
h(C ∗2 (t), x0) → 0, t→ c2 − 0 . (2.7)
З умов (2.6) i (2.7) i з огляду на [8, теорема 10.12] випливає, що
M(Γ(|C ∗1 (t)|, |C
∗
2 (t)|, B(x0, ε0) \ {x0})) = ∞ . (2.8)
Покажемо, що (2.8) суперечить умовi (1.2) в точцi y0 = y1. Оскiльки
B(y1, ε1)∩B∗(y2, ε2) = ∅, знайдеться ε
∗
1 > ε1, для котрого ми ще має-
мо B(y1, ε
∗
1)∩B∗(y2, ε2) = ∅. Нехай Γ∗ = Γ(|C1|, |C2|,D∗). Зауважимо,
що
Γ∗ > Γ(S(y1, ε
∗
1), S(y1, ε1), A(y1, ε1, ε
∗
1)) . (2.9)
Дiйсно, нехай γ ∈ Γ∗, γ : [a, b] → R
n. Оскiльки γ(a) ∈ |C1| ⊂ B(x0, ε1)
i γ(b) ∈ |C2| ⊂ Rn \ B(x0, ε1), з огляду на [9, теорема 1.I.5.46] зна-
йдеться t1 ∈ (a, b) таке, що γ(t1) ∈ S(y1, ε1). Без обмеження за-
гальностi, можна вважати, що |γ(t) − y1| > ε1 при t > t1. Далi,
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оскiльки γ(t1) ∈ B(y1, ε
∗
1) i γ(b) ∈ |C2| ⊂ R
n \ B(x0, ε
∗
1), з огля-
ду на [9, Theorem 1.I.5.46] знайдеться t2 ∈ (t1, b) таке, що γ(t2) ∈
S(y1, ε
∗
1). Без обмеження загальностi, можна вважати, що |γ(t)−y1| <
ε∗1 при t1 < t < t2. Отже, γ|[t1,t2] – пiдкрива кривої γ, яка нале-
жить Γ(S(y1, ε
∗
1), S(y1, ε1), A(y1, ε1, ε
∗
1)). Таким чином, спiввiдношен-
ня (2.9) доведено.
Встановимо тепер, що
Γ(|C ∗1 (t)|, |C
∗
2 (t)|, B(x0, ε0) \ {x0}) > Γf (y1, ε1, ε
∗
1) . (2.10)
Дiйсно, якщо крива γ : [a, b] → B(x0, ε0) \ {x0} належить до сiм’ї
Γ(|C ∗1 (t)|, |C
∗
2 (t)|, B(x0, ε0) \ {x0}), то f(γ) належить D∗, причому
f(γ(a)) ∈ |C1(t)| i f(γ(a)) ∈ |C2(t)|, тобто, f(γ) ∈ Γ∗. Тодi за до-
веденим вище i з огляду на спiввiдношення (2.9) крива f(γ) має
пiдкриву f(γ) ∗ := f(γ)|[t1,t2], a 6 t1 < t2 6 b, яка належить сiм’ї
Γ(S(y1, ε
∗
1), S(y1, ε1), A(y1, ε1, ε
∗
1)). Тодi γ
∗ := γ|[t1,t2] є пiдкривою γ i
вона належить Γf (y1, ε1, ε
∗
1), що i потрiбно було довести.
Розглянемо функцiю
η(t) =
{
1/(ε∗1 − ε1), t ∈ [ε1, ε
∗
1],
0, t ∈ R \ [ε1, ε
∗
1] .
Зауважимо, що η задовольняє спiввiдношення (1.3) при r1 = ε1 i r2 =
ε∗1. Застосовуючи (1.2) в точцi y1, приймаючи до уваги умову Q ∈
L1(D) i спiввiдношення (2.10), ми отримаємо, що
M(Γ(|C ∗1 (t)|, |C
∗
2 (t)|, B(x0, ε0) \ {x0})) 6
6 M(Γf (y1, ε1, ε
∗
1)) 6 ‖Q‖1/(ε
∗
1 − ε1)
n <∞ , (2.11)
де ‖Q‖1 позначає L
1-норму функцiї Q в областi D ′. Спiввiдношен-
ня (2.8) i (2.11) суперечать одне одному, що i спростовує припущення
про наявнiсть рiзних y1 i y2 ∈ C(f, x0).
Нарештi, якщо x0 6= ∞, то розглянемо областьD1 := D\{f
−1(∞)}.
Зауважимо, що в силу замкненостi вiдображення f множина {f −1(∞)}
є скiнченною, див. [6, лема 3.3], тому D1 є областю, а точка x0 є її
внутрiшньою точкою. В такому випадку, спiввiдношення (1.4) є ре-
зультатом роботи [10, Теорема 1.1]. ✷
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